Exercice de maths en premiere

= Exercices sur la dérivation et la
g".,?%‘ dérivée d'une fonction .

lExercice 1 : donner le tableau de signes.

On donne ci-dessous la représentation graphique
d’une fonction f définie et dérivable sur R\ {1}.

4 1

14

Etablir le tableau de signes de f’(x).

lExercice 2 : parmi ces fonctions quelle est celle de la dérivée de f 2.
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On donne ci-dessous les représentations de trois
fonctions fy, f> et f.

A AN RN

3-2-10 1 -3-2-10 2 -1 0

Parmi ces trois fonctions, laquelle est susceptible
d’avoir pour dérivée la fonction représentée ci-

dessous ?

v

lExercice 3 : volume maximal d'un cone inclus dans une sphere.

On considere une sphere de centre O g_

et rayon R et dans cette sphére, un ,.f \
cone comme indiqué dans la figure ci- L ‘ Ox \
contre. % R\ —7

. . \ Ve
Quel est le volume maximal du cone ? “EI’ A
Indication : dans cet exercice, on peut
choisir comme variable d’étude soitr = HA, soit

x = HO. Essayer les deux approches.

lExercice 4 : une boite de conserve et la surface de métal.




On considére wune boite de a N
conserve classique de forme cylin- S~ ____/
drique. Pour un volume V donné,
on souhaite minimiser la quantité h
de métal utilisé pour confectionner

cette boite. On note r le rayon de la

base et i la hauteur. v /:’

1} Démontrer que la surface de métal utilisé est :
2
S(r) = 27r? + Tv

2) Etudier la fonction S sur son ensemble de définition,
que l'on précisera.

3) En déduire les dimensions de la boite répondant au
probleme.

4) Application numérique : tester les dimensions d'une
boite cylindrique choisie dans le placard dont le vo-

lume est donné (en mL ou cm?).

IExercice 5 : courbe de f et de f'.
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Voici deux courbes dont 1'une représente une
fonction f et l'autre sa dérivée f'.

F'y A

1 14
C1

/\
V|

L

—
=
—

Quelle est la courbe représentant f et quelle est celle re-
présentant f’?

IExercice 6 : tableau de signes d'une fonction.

On donne ci-dessous le tableau de signes de la dé-

rivée d'une fonction f définie et dérivable sur IR* et

F(=1)=—2etf(1) =2.

x —oo -1 0 1 Hoo
DI EE

On donne ci-dessous le tableau de signes de la dé-
rivée d'une fonction f définie et dérivable sur |0 ; +oo|

et F(1) =1, f(2) =2et f(4) = 3.

x | 0 1 2 4 +o
f@ -4+ 8+ 0 -

IExercice 7 : ensemble de définition et position relative par rapport a la
tangente.




Dans chacun des cas suivants :

1) préciser I'ensemble de définition et I'ensemble de dé-
rivabilité de de f;

2) déterminer I'équation réduite de 7,, tangente a C¢ au
point d"abscisse a ;

3) étudier les positions relatives de 7, et Cf.
a) fix—x?4+4dx+1,a=2

b)f:xw—

) fix x+1
c}f:xHx3—2x,a:D
d}f:xl—}~x3—2x2—|—x—|—3,a:[]
e}f:xl—}~x4—2x2—x—|—1,a:—l

1
f}f.xl—}~x2+2x+1,a—0

g) f:x = x> —2x? —x +1,a = 2. Pour I'étude des

,a=1

positions relatives, on pourra factoriser 1'expres-
sion x> — 2x% — 4x + 8 a l'aide d'un logiciel.

lExercice 8 : fonction dérivable a droite de 0.

Soit :
f: R —= IR
x2—1 six <0
x24+1 six>0.

Démontrer qu'en a = 0, f est dérivable a droite, mais

pas a gauche.

lExercice 9 : fonction dérivable et probleme.
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Soit f une fonction dérivable en a. Alors :

fa=h) —f@) _

h h—0

Soit f une fonction dérivable sur R telle que pour tout

réel x : f(—x) = f(x) (on dit que f est paire).

1) Soit M(a ; f(a)) et N(—a; f(—a)). Quel est le lien
géométrique entre M et N ?

2) En utilisant le résultat de la question 1), démontrer
que pour tout réela: f'(—a) = —f'(a).

3) Que peut-on alors dire de f/(0) ?

Soit f une fonction dérivable sur R telle que pour tout

réel x : f(—x) = —f(x) (on dit que f est impaire).

4) Soit M(a ; f(a)) et N(—a; f(—a)). Quel est le lien
géométrique entre M et N ?

5) Démontrer que pour tout réel a: f'(—a) = f(a).

probléme

IExercice 10: signe de f' et sens de variation.

Fonction dérivable et



Soit f une fonction dérivable sur R dont la déri-
véeest f/(x) = (x —1)(x —2).
Donner le sens de variation de f.

Donner le sens de variation de la fonction f défi-
nie sur R par f(x) = x> — 3x2.

Soit f une fonction définie sur R dont on donne le
tableau de variations ci-dessous.

X |—oo 3 4 +00

f \_2"—-—-’#0\*

Donner le signe de f/(x).

IExercice 11 : résoudre graphiquement des inéquations.
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Soit f une fonction dérivable sur [—-2 ; 3] dont on

donne la courbe re présentative C ¢ ci-dessous.

'y [

\ T

N0\ 1

Y

1) Résoudre graphiquement les inéquations :
a) f(x) >0 o fl(x) >0
b) f(x) <0 d) f'(x) <0

2) Existe-t-il un lien entre le signe de f(x) et celui de
f(x)?

3) Résoudre graphiquement les équations :

2) f(x) =0 b) f/(x) =0

lExercice 12 : donner une allure possible de la courbe.

Soit f une fonction définie sur R. On donne, pour
certaines valeurs de x, la valeur de f(x) et le nombre

dérivé de f en x.

X -2 0 3 5
f(x) -2 —1 4
f(x) —1 1 0 -2

Donner une allure possible de la courbe.



IExercice 13 : calcul de la dérivée et équation de la tangente.

On considere la fonction f définie sur R par

f(x) = x2 4 3x — 1. On note Cr sa courbe représenta-

tive.

1) Démontrer que, pour tout réel a, f’'(a) = 2a + 3.

2) Déterminer l’équation réduite de la tangente au
point d’abscisse 1.

3) Existe-t-il une tangente en un point de C¢ qui soit pa-
rallele a la droite d’équation y = —2x + V177

4) Si oui, déterminer les coordonnées du point de
contact entre cette tangente et Cy.

lExercice 14 : algorithme et tangente a une courbe.

Voici une capture d’écran du logiciel Maxima.

V' (%i1) f(x):=1/(x+3):
(%01) f(x):=
x+3
V' (%i2) (f(a+h)-f(a))/h, ratsimp;
z 1
(%02)
(a+3)h+a“+6a+95

1) En utilisant la réponse « %02 » du logiciel, donner
I'expression de f'(a).

2} Existe-t-il une tangente Cf qui soit parallele a la

a
1
droite d’équation y = _ZI -+ 57 Si oui, préciser les
coordonnées du point de contact.

IExercice 15 : ensemble de définition et équation réduite de la tangente.
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Dans chacun des cas suivants :

1) donner I'ensemble de définition et I'ensemble de dé-
rivabilité de f ;

2) calculer f’(a) a I’aide des formules de dérivation du
cours;

3) déterminer I'équation réduite de la tangente a C¢ au
point d"abscisse a.

a) frxx,a=-2 df:x—xta=-2

]J}f:xlﬁ‘-ﬁ,ﬂzi e)f:xr/x,a=1
1 1 1

c}f.xH-?a—E f}f.xH-?a—-ﬂl

IExercice 16 : calculer la dérivée de x™n.

Toutes les fonctions suivantes sont définies sur IR.

1) Rappeler les dérivéesde f : x — xetde f : x — x2

2) Soit f: x — x2. En remarquant que 2 = xx?%, déter-
miner f’(x).

3) Soit f : x x%. En remarquant que ..., déterminer
f' ().

4) Soit f:x — x° ...

5) Continuer tant que vous ne savez pas répondre la
question suivante.

6) Pour toutn > 0, conjecturer la dérivée de f : x — x".

Cette formule, bien que vraie, N'est PAS démontrée,
il ne s’agit pour l'instant que d'une conjecture. La
suite de la démonstration sera faite en classe de Ter-
minale.

/




lExercice 17 : compléter le squelette de I'algorithme.

On souhaite écrire un algorithme affichant, pour une
fonction, sa dérivée et un réel a donnés, le coefficient
directeur et 'ordonnée a l'origine de 1’'équation de la
tangente a la courbe au point d"abscisse a. Compléter le

squelette de I"algorithme suivant.

Liste des variables utilisées

Entrées
Demander . ..
Traitement
Donner a m la valeur de .. .
Donner a p la valeur de . ..
Affichage
Afficher ...
10. Afficher...
11. Fin de l'algorithme

W W ~N O ;e W N e

lExercice 18 : déterminer la tangente a une parabole.
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On considere la fonction du second degré définie
sur Rpar f : x — ax? + bx + ¢, ot1 a, b et ¢ sont trois
réels.

1) Déterminer a, b et ¢ dans chacun des cas suivants :

a) la tangente a Cy au point d"abscisse 0 a pour équa-
tion y = 2x + 3 et Cy passe par le point de coor-
données (3; 6) ;

b) la tangente a C¢ au point d’abscisse 5 a pour équa-
tion y = 3x — 3 et la tangente a C¢ au point d’abs-
cisse —5 a pour équation y = —x — 3.

2) Question ouverte

Etant donnés deux points et deux droites de coeffi-

cients directeurs donnés passant par chacun de ces

deux points, discuter la possibilité de trouver une pa-
rabole admettant ces droites comme tangentes en ces

points.

lExercice 19 : déterminer les nombres a,b et ¢ pour une rampe de skateboard.




Une rampe de skateboard est modélisée de la maniere

suivante :

e une partie horizontale sur l'intervalle [0 ; 1];

e un arc de parabole surl'intervalle [1; 5] représentant
la fonction f : x — ax® +bx +c;

e un segment de droite sur l'intervalle [5 ; 6] avec
C(5;1,8)etD(6; 2,7);

¢ leraccordement aux points B et C se fait sans cassure.

34y (en m) D
2__
‘1__
B | | | =
0 1 2 3 4 5 6 x(enm)

A l'aide des renseignements fournis, déterminer les va-

leurs de a, b et c.

lExercice 20 : fonction dérivable sur R.
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Soit f une fonction dérivable sur R, Cy sa courbe
représentative, A(—1; 3) un point de C¢ et T, la tan-
gente a C¢ en A. Déterminer f'(—1) lorsque T4 passe
aussi par le point :

1)O(0; 0)? 2) B(1;3)? 3)C(2;5)?
Déterminer la fonction dérivée des fonctions sui-
vantes :

1) f(x) =2x*+3
2) g(x) = x°(x +2)

1
3) h(x) = —
) h(x) Ij_l
X
4) i(x) = v

lExercice 21 : dérivabilité en a et taux de variation.




Pour chacune des fonctions suivantes, calculer %(&),

ol a est un réel donné, puis déterminer si f est déri-

vable en a. Lorsque c’est le cas, donner f'(a)

1) f(x)=2x—7,a=3

2) f(x) =mx+p meR, peR,aréel quelconque

3) f(x) =—-3x%a=2
(x) =
(x) =

——a—l

4) f(x

5 f(x) =vx—1,a=1

Méme consigne

1) f(x) = —x2+7x,a =2
2) f(x)=x",a=4

1
o}f(x I—l—l = -2
1) f(x)=2y/x—1,a=4

lExercice 22 : déterminer I'équation réduite de la tangente en a.
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Dans chacun des cas suivants, déterminer, lorsque cela
est possible, I'équation réduite de la tangente en a sous
la forme y = mx + p.

1) f:x— —x24+x+1,a=-1

2) frxr—/x,a=4

3) f:xr—4/x,a=0

1
-1}f,x|—>?ﬂ——2

Méme consigne

1) f:x—3x%—x—1,a=2
1

2) fixr— — a= -1

) frx xﬂ

3) fix—x3a=2
4 frx—x?4+x+1,a=0

lExercice 23 : nombre dérivé et tangente.

Soit f telle que f(2) = 5et f/(2) = 3. Déterminer

I'équation de la tangente a Cf au point d"abscisse 2.

Le taux d’accroissement en a de la fonction f défi-
nie par f(x) = (x —5)% estégal a:
h? + (3a — 15)h + 3a® — 30a + 75.

Quel est son nombre dérivé ena?

Quel est le nombre dérivé de :

1) la fonction inverse en 4 7
2) la fonction carré en —2 ?
3) la fonction racine carrée en 1 ?

4) la fonction cube en —17?



lExercice 24 : signe du nombre dérivé d'une fonction.

Soit f une fonction définie et dérivable sur
[—2; 2], représentée ci-dessous. Ty est la tangente a Cy
en 'origine.

1) Que valent f(0) et f(0)?
2) En quelle(s) valeur(s)
le nombre dérivé de la fonction

est-il nul?

3) Sur quel(s) intervalle(s)
le nombre dérivé de la fonction
est-il négatif ?

4) Sur quel(s) intervalle(s)

le nombre dérivé de la fonction

est-il positif ?

JExercice 25 : qCM sur la dérivée.

Soit la fonction f définie sur B par
flx)=x*+x+1.Alors f estdérivable sur B et:

© S(x)=2x+1 0O r(x)=x
0O ri1=— 0 ro)=o0
Soit la fonction f définie sur B par
flx)=—x*.Alors f estdérivablesur R et:
© r=o0 0O f(x)=-3
0O r=- 0O f(x)=-x

Soit la fonction f définie sur B par
fix)=g(4x+2).Alors f estdeérivable sur & et:

O f(x)=g'(4x+2) @ f(x)=4g'(4x+2)
O f(x)=-4g'(4x+2) @ Sf'(x)=4g'(x)

BExercice 26 : qCM sur la dérivation.
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Soit la fonction f définie sur I=]0; + | par
f{x}=%l{y"x—1}.hlnr5 f estderivable sur I et:

' 1 .
O /x=—sa;r @rw=-2%

Soient les fonctions [ et g définies res-
pectivement sur B* et B par flx)=yx et

g{x}=ﬁ.ﬁlnr5 g est dérivable sur R™™ et:

Qg’=% 0 g(x)=- !

—
2xyx
=
Yy X

0§'=—% 09x=-3%

lExercice 27 : limite du taux d'accroissement.

Soit [ une fonction définie sur £ et
dérivable en 2. Soit h un réel non nul. Le nombre
dérivede f en2estégala —1.

+ —_—
Peut-on écrire que }Iim N2 h},s fih) =—17?
-0

IExercice 28 : nombre dérivé et tangente.

C, est
la courbe _
représentative ALray
d'une fonction
f derivable
sur . T,q est T, , g,
la tangente a ) .ff
C,en A, ’| [ [ O] =%

1. Lire graphiquement le nombre dérive de [ en —1.

2. Déterminer une équation de la tangente T, .

lExercice 29 : taux de variation.




Soit f la fonction définie sur K\ {—2} par
= ] :
j{I)—'m'.sﬂlt h#ﬂ et h# -3,

1. Montrer que le taux de variation de [ entre1et

1+h estegal a

1
3(3+h)"

2. En deduire que [ estderivable en 1et calculer f'(1).

lExercice 30:

tangente a une courbe.

]

lExercice 31

: dérivabilité en un point.

]

lExercice 32

: dérivabilité en 3.

(]

lExercice 33

: déterminer graphiquement le nombre dérivé.

(=]

IExercice 34

: déterminer graphiquement f'(a).

(=]

IExercice 35

: calculer f ' (a).

=]

IExercice 36

: calculer le nombre dérivé en a.

(]

lExercice 37

: coefficient directeur de la tam__;;ente.

(x]

lExercice 38

: tracer une courbe représentative.

(x]
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lExercice 39

: tangentes et paralléles.

]

lExercice 40

: déterminer I'équation réduite d'une tangente.

]

IExercice 41 :

probleme du projectile.

(]

IExercice 42

: donner I'équation réduite d'une tangente.

(=]

IExercice 43

: calculer la dérivée d'une fonction.

=]

IExercice 44

: déterminer la fonction dérivée.

=]



