Exercice de maths en terminale

== ST xercices sur produit scalaire dans

e

IExercice 1 : déterminer une équation paramétrique de la droite d'intersection.

1
1
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Dans l'espace muni d'un repére orthonormé
(0; i, T, k), on considere les plans (%) et (2%)
d’équations cartésiennes respectives :
x+y+22—-3=0 et —x+4y—524+6=0.
Déterminer, si elle existe, une représentation paramé-
trique de la droite d'intersection entre (5% ) et (9% ).

Méme consigne qu’'a l'exercice avec les plans
(271) et (7,) d'équations respectives :
x—2z2—1=0 et y—2z4+4=0.

Méme consigne qu’'a l'exercice avec les plans
(271) et (7,) d'équations respectives :
x—y—2z—-1=0 et —-2x42y4+4z4+4=0.

lExercice 2 : démontrer que la droite est orthogonale au plan.
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Soit ABCDEFGH un cube d’aréte 1. On note I le mi-
lieu de [AB], | celui de [EH], K celui de [CB] et L ce-
lui de [CG]. On se place dans le repére orthonormé
(A;AB, AD, AE).
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1) a) Démontrer que la droite (FD) est orthogonale au
plan (IJK).
b) En déduire une équation cartésienne de (IJK).
2) Déterminer une équation paramétrique de (FD).

IExercice 3 : démontrer que c'est un vecteur normal du plan.




Soit ABCDEFGH un cube d’aréte 1. On note [ le milieu
de [AB], | celui de [DH] et K celui de [HG].

On se place dans le repére orthonormé
(A;AB, AD, AL).
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1) Démontrer que le vecteur CE est un vecteur normal
du plan (IJK).

2) Démontrer que la droite (BD) est parallele au plan
(IJK).

3) Soit M un point de la droite (CE). Quelle est la po-

sition du point M sur la droite (CE) pour laquelle le
plan (BDM) est paralléle au plan (I]K)?

lExercice 4 : démontrer que les droites ne sont pas paralléles.
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Dans l'espace muni d'un repére orthonormé, on
considere :

o lespoints A(0;1;—1)et B(—2;2;-1);

e ladroite (d) de représentation paramétrique :

x = =24t
y = 1+t ,telR.
z = —1-—t

On note M un point appartenant a (d), de coordonnées
(—24wu;1+4u;—1—u), ot uest un réel.
1) Déterminer une représentation paramétrique de la
droite (AB).
2) a) Démontrer que les droites (AB) et (d) ne sont pas
paralleles.
b) Démontrer que les droites (AB) et (d) ne sont pas
sécantes.
3) Vérifier que le plan (#?) d’équation :
x+y—z—-3u=0

lExercice 5 : déterminer les coordonnées du point H projeté orthogonal.




On se place dans l'espace muni d'un repére orthonormé
(0;7,7,%).
PARTIE A
Dans chacun des cas suivants, déterminer si H est le
projeté orthogonal de A sur () :
1) (22) a pour équation —2x +3y —z+8 =0;
a) A(2;2;—4)etH(4;-1;-3);
b) A(0;4;—4)etH(2;1;-3).
2) (2?) a pour équation7x — 5y —6z +1=0;
a) A(=5;5;1) et H(9;—-5;13);
b) A(7;—6;7) et H(0;—-1;1).

1 1 1
5 1 _— — — _—  — — "
3) (2) a pour équation Tk 3y+ i 0;

a) A(7;-2;4)etH (4;0;;);

43 2
b) A (—5,5,—E) et H (1,1,E)

PARTIE B

Déterminer, dans chacun des cas suivants, les coordon-
nées de H, projeté orthogonal du point A sur (#?) :

) (2):x+y+z—1=0et A(1;1;1);

2) (#):2x—3y+4z—-5=0et A(1;2;3);

3 (P):—x=2y+11z+5=0et A(—1;-4;3);

1) (2):ax+by+cz+d=0etA(a;B;7).

lExercice 6 : calculer la norme du vecteur normal.
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, T k) de l'espace,
)

Dans un repéere orthonormé {D;T
on considére un point A(xa;y4;z4) et un plan (%)
d'équation cartésienne ax 4 by 4 cz +d = 0 et de vec-
teur normal 7.
1) Soit H le projeté orthogonal de A sur (22).

a) Faire un schéma.

b) Démontrer que si M est un point de (2?) distinct

de H, alors AM > AH.
2) On pose AH = AT.
axs +byq+czy+d
7112

b) En déduire une expression de AH en fonction des

a) Démontrer que: A = —

coordonnées de A, des coefficients a, b, cet d et de
7).
3) Application.
On reprend la figure de l'exercice ol une équa-
tion cartésienne de (FHI) est3x + 3y +2z—5=0.
Déterminer les distances des points suivants au plan
(FHI):
a)G; b)A; c) B; d) D.

IExercice 7 : calculer une distance et conjecture dans un logiciel.




—

Soit (O; :,T, F_f}} un rePére orthonormé de l'espace.
—3;

Soient A( ; 4;5) et B(—4;—1;—1) deux points et
—1

i et T deux vecteurs.

On mnmdére la drmte (d) ezlgerldrée par A et i ainsi

que la droite (A) engendrée par Bet T

On cherche deux points K et L tels que K € (d), L € (A)

et (KL) soit perpendiculaire a (d) et (A).

1) Représenter la situation dans un logiciel et conjectu-
rer une solution au probléme.

2) Onnote AK = kil et BL = 17, o1 k et] sont des réels.
Déterminer les coordonnées de K, de L puis de KL en
fonction de k et [

3) Démontrer que (KL) est perpendiculaire a (d) et (A)

si et seulement si :

2k—1 = -3
—3k+21 = 4
4) Résoudre ce systtme puis en déduire les coordon-

nées des points K et L.

5) Calculer la distance K L.

IExercice 8 : résoudre ce systeme avec z comme parametre.
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i,j,k)deles
pace, on consideére les vecteurs non nuls et non coli-

Dans un repére orthonormé direct (O;

a &
néaires ¥ | b | et T Bl On cherche les coordonnées

c ¥

d"un vecteur 7, orthogonal a i et 7.

[ I -~

1) Démontrer que x, y et z satisfont le systeme :

ax+by+cz = 0
ax+py+9z = 0

2) Résoudre ce systéme en prenant z comme parameétre,
c'est-a-dire en exprimant x et y en fonction de z.

3) En déduire, en choisissant judicieusement une va-

by —cp
leur de z, que i | ca — a7y | est une solution du pro-
af — bu

bléme posé.

On dit que ce 7 est le produit vectoriel de i et T
(dans cet ordre) et onnote ¥ = 1 A T.

4) Calculer T A . Que remarque-t-on?

IExercice 9 : cette représentation paramétrique définit-elle un plan?.

Dans l'espace muni d'un repere orthonormé
(O; i, T,E}}, on considére la représentation paramé-
trique suivante :

x = 1—s44¢
y = 242s—t , seR, tel
y = —1+4s5+4+2¢

1) Cette représentation paramétrique définit-elle un
plan?
2) Si oui, en déterminer une équation cartésienne.



lExercice 10 : un plan et son équation cartésienne.

On considére un cube ABCDEFGH d’aréte 1 et le
point I tel que 3DI = 2DC.

"
&

En se plagant dans le repere orthonormé
(A ;Eﬁ, Eﬁ, ;ﬁ ), déterminer une équation cartésienne
du plan (FHI).

lExercice 11 : déterminer les coordonnées du point d'intersection.

—

Dans un repere orthonormé (O; i ,T, ?} de l'espace
soit (d) la droite de représentation paramétrique :

x = =74+t
y = 442t ,telR
z = —=bh—t

etle plan ( £2) d’équation cartésienne :

—2x -3y +z—6=0.
Déterminer, s'il existe, les coordonnées du point d'in-
tersection de (d) et de (22).

lExercice 12 : déterminer une équation cartésienne d'un plan parallele a un
autre.
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Dans l'espace muni d'un repere orthonormé
(O; ?, T, F}, déterminer une équation cartésienne du
plan (2), paralléle au plan ( 2?) et passant par le point
A lorsque :
1) (2):x+y+z—-1=0et A(1;1;1);

2) (P):x —3y+2z—4=0et A(3;0;-1);
1 5 111
3) (2): gx——y—z—Z—ﬂetA(z 5 6)

4) (2): VBx —2y —v2z—4=0et A(1;1;-1).

lExercice 13 : décrire I'ensemble des points M.

Dans l'espace muni d'un repere orthonormé
(O; ?, T, F}, décrire, dans chacun des cas suivants,
'ensemble des points M(x;y;z) tels que :
1) AM -7 =0avec A(1;-2;3) et ¥ =27 —37 +2k ;

2) OM-1 =3;
3) AM- ] = —1avec A(1;-2;3);
4) AM-# = 5avec A(— 2,4,1}etn = -7 +27 +5k.

IExercice 14 : déterminer une équation cartésienne du plan passant par A.

Dans l'espace muni d'un repére orthonormé
(O; 7 ; k} déterminer une équation cartésienne du
plan passant par A et de vecteur normal AB lorsque :
1) A(Z;I;U) et B(—4;-1;3);
2) A(4;-5;6)et B(1;-1;1);

1 2

3) A(2;-1;0) et B (2 5;1);
4) A(1;0;0)et B(1;0;0).

lExercice 15 : déterminer les points d'intersection de la sphéere de centre A.




On munit l'espace dun repére orthonormé
(0; i, T k). On considére les points A(1;-2;2),
B(1;-5;4)et C(—1;3;-1).

Le but de l'exercice est de déterminer, s'ils existent, les

points d’intersection de la sphére .#" de centre A et de

rayon 3 avec la droite (BC).

1) a) Représenter .# ainsi que (BC) avec un logiciel de
géometrie.

b) Construire leur intersection.

2) a) En procédant de la méme fagon que pour le cercle
en classe de Premiére 5, déterminer une équation
de ..

b) Déterminer une représentation paramétrique de
la droite (BC).

3) Résoudre le systéme composé des équations de . et

de (BC) et en déduire la réponse au probléme posé.

IExercice 16 : pour chacune des propositions suivantes, indiquer si elle est vraie
ou fausse.

Téléchargé sur https://maths-pdf.fr


https://maths-pdf.fr

Pour chacune des propositions suivantes, indiquer si
elle est vraie ou fausse et justifier chaque réponse.

On se place dans un repére orthonormé de l'espace. On
considere le plan (#?) d"équationx —y+3z+1 = Oet

la droite (d) dont un représentation paramétrique est :

= 2t
= 14+t ,te R
z = 543t

On consideére aussi les points A(1;1;0), B(3;0;—1) et
C(7;1;-2).
Proposition 1

Une représentation paramétrique de la droite (AB) est :

= 5 -2t
-1+t ,teR
z = 24t

Proposition 2

Les droites (d) et (AB) sont orthogonales.
Proposition 3

Les droites (d) et (AB) sont coplanaires.

lExercice 17 : démontrer que des droites sont paralleles dans un cube.




On considére un cube ABC%EPGH d’arélte 1.
Soient I et | les points tels que El = ggf et Ejf = EE—I—T

E I H

-

1) Démontrer que (G]) est perpendiculaire a (IH).
2) Démontrer que (GJ) est orthogonale a (HD).
3) En déduire que (G]J) est orthogonale a (ID).

lExercice 18 : déterminer une équation cartésienne du plan.

Dans I'espace muni d'un repére orthonormé, soient
a
n B | unvecteur non nul et A(x4;y4;2z4) un point.

¥
Démontrer qu’'une équation cartésienne du plan (22),

admettant 1 pour vecteur normal et passant par A est
de la forme ax + by + cz +d = 0. On donnera a, b, c et
d en fonction des coordonnées de # et de A.

lExercice 19 : déterminer une mesure de l'angle du parallélépipede.

Téléchargé sur https://maths-pdf.fr


https://maths-pdf.fr

On considere un parallélépipéede rectangle
ABCDEFGH tel que AB = 3, AD = 5et AE = 2

On note O son centre.

E H
ll‘-"\.“‘ F_._,_""J
.F I “-"1. -
: “x ,"-H 'G
| ‘\“-9--’-‘
| .
1 - £
Al ,..."f x““
’J:..a-"'ﬁ__'_-'____-'_-_-h_.‘_-'—-__ D
=7 ™
B C
En se plagant dans le repére orthonormé
1o 1o 1 )
(A;EAB, EAD"EAE , déterminer une mesure de

I'angle BOC au centiéme de degré prés.

IExercice 20 : calculer des longueurs dans un tétraedre régulier.

On considére un tétraédre régulier ABCD d’aréte
2. Soit I le milieu de [BC] et | celui de [CD].

1) a) Calculer les longueurs AI, AJ et I].
b) En déduire la valeur de Al - Ef

2) En déduire une mesure de l'angle IA], au dixiéme
de degré preés.

lExercice 21 : déterminer la valeur de k pour que les vecteurs soient
orthogonaux.




Dans l'espace muni d'un repere orthonormé

k 2
(D;T, T, E}, on considére ¥ | —2 | et ¥ |k |, ou
k-1 k

k € R. Déterminer la ou les valeurs de k pour que u

et U soient orthogonaux.

IExercice 22 : déterminer un vecteur orthogonal a un plan.

I'espace muni d'un repére orthonormé

Dans
(O; T, ﬁ?, F}; on considéere les deux points A(1;2;1),
-2 0
B(4;6;3)etlesvecteurs i | 1 |etT | —1
1 2

1) Démontrer que le point A et les vecteurs i et T défi-

nissent bien un plan.
2) Démontrer que AB est un vecteur normal a ce plan.

lExercice 23 : démontrer que les points A, |, G et ] sont coplanaires.
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On considere un cube ABCDEFGH d’aréte 1. Soient I
et | les milieux respectifs de [BC] et [EH] et K le centre
de la face CDHG.

E J H
I
I
I
F =7 G
1 K
Al
N - - -F-7D
o
&
£
#
#
B I C
Sans utiliser de repére::

1) démontrer que les points A, I, G et | sont copla-
naires;
2) a) démontrer que (FK) est orthogonale a (I]);
b) démontrer que (FK) est orthogonale a (AI);
c) en déduire que (FK) est orthogonale au plan
(AIG).

lExercice 24 : un tétraédre régulier et produit scalaire.

ABCD est un tétraédre régulier de cété g et ]
est le centre de la face ABC. D
Calculer chaque produit scalaire. i
a) AB+AC
b) AD - Al
) Al+AB

IExercice 25 : exprimer en fonction de a les produits scalaires.




On considére le cube suivant, d’aréte a > 0 ot [
est le milieu de [EH] et | le centre de la face CDHG.

E " H

|
oy

oo

En considérant des décompositions sur les arétes du
cube, exprimer en fonction de a les produits scalaires

suivants:

1) FI . FH 4) BJ - E]
2)IG-TH 5) Bl - BA
3 EJ-IF 6) F].CH

lExercice 26 : déterminer les produits scalaires.

Soit SABC un tétraedre de tel que les triangles
ABC et SBC soient isocéles respectivementen A et 5:

Démontrer que AS.BC =0.
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lExercice 27 : calculer une valeur approchée de la mesure de l'angle.

On considére un cube ABCDEFGH de coté 1 et de

centre O.

E H
I
[ 4
[ A
P ",
F L — <G
I "Q’
4
A -
RSN N
e
Il \
%
B [

Calculer une valeur approchée de la mesure de I'angle
a = BOC au degré pres.

lExercice 28 : calculer au dixieme pres, une mesure des angles.

Dans un repére orthonormé (O;i, j ,?), on
considere les points A(1;-2;3), B(-1;0;1) et
C(2;1;0).

Calculer, au dixieme de degré prés, une mesure des

angles :
1) ABC 2) BAC 3) ACB

IExercice 29 : calculer les trois longueurs du triangle.




On considere un cube ABCDEFGH de c6té 1. Soit
I le centre de la face EFGH et | le milieu de l'aréte [BF].

E H
1 I
1
FI
1 7 \
F G
s 1 ]
P \
# A
S S
-
"i.“ 1
; - \
f{ hhh..l
B [

On cherche a calculer une mesure de I'angle CJI au de-
gré pres.
1) Méthode géométrique

a) Calculer les trois longueurs du triangle I]C.

b) En déduire que j_ff . ﬁ = %
c) En déduire une mesure de I'angle CJ1.
2) Autre méthode géométrique
a) Calculer TE . ﬁ en décomposant astucieusement
les deux vecteurs sur les arétes du cube.

b) En déduire une mesure de ’angle Eﬁ

IExercice 30 : vecteur normal et équation cartésienne d'un plan.

Dans l'espace muni d'un repere orthonormé
(O; ?, T, E}}, déterminer une équation cartésienne du
plan passant par :
1) A(2;1;0) et de vecteur normal (I":;
2) A (\/E, \/3,;2) et de vecteur normal Eﬁ;
3) A(5;—3;4) et de vecteur normal ?; ;

4) A(2; —1;/3) et de vecteur normal 7 51

lExercice 31 : plans orthogonaux dans un repére orthonormé.
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Dans cet exercice, on va mettre en évidence de facon
analytique la remarque de la page 307. On munit |'es-
pace d"un repére orthonormé.

1) Relire cette remarque. A votre avis, quelle est 'erreur
courante qui est commise ?

2) Dans l'espace muni d"un repere orthonormé, consi-
dérons les plans (#) : 2x — 3y —z+4 = 0 et
(2) :x4+2y—4z—5=0.

a) Vérifier que () et (2) sont bien orthogonaux.

b) Vérifier que A(1;1;3) et B(—1;—1;5) appar-
tiennent a ( 22).

¢) Vérifier que C(1;6;2) et D(—3;0;—2) appar-
tiennent a (2).

d) Les droites (AB) et (CD) sont-elles orthogonales ?
paralléles ?



